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A Valo´s Anal´ızis Dinamikai e´s Geometriai Me´rte´kelme´leti
Vonatkoza´sai c´ımu˝ pa´lya´zatro´l
Tudoma´nyos eredme´nyek:
1. To¨bbva´ltozo´s valo´s anal´ızis, tipikus tulajdonsa´gok: A gradiens-
proble´ma a Valo´s Anal´ızis egy jo´l ismert e´s h´ıres megoldatlan proble´ma´ja
volt. A 60-as e´vekto˝l dolgoztak rajta. 15 e´ven keresztu¨l, hosszabb-ro¨videbb
intenz´ıvebb munkaperio´dusok uta´n fe´lretettem, majd amikor valami u´jat ta-
nultam isme´t elo˝vettem.
A gradiensproble´ma megolda´sa ve´gu¨l egy ke´tdimenzio´s ellenpe´ldafu¨gg-
ve´ny konstrukcio´ja. A pa´lya´zat futamideje alatt megjelent [1] cikkben le´-
nyege´ben a ko¨vetkezo˝ te´telt la´tom be:
Tala´lhato´ olyan f : G → R, valamely G ⊂ R2 ny´ılt halmazon e´rtelmezett
differencia´lhato´ fu¨ggve´ny e´s egy Ω1 ⊂ R
2 ny´ılt halmaz, hogy valamely p ∈ G-
re ∇f(p) ∈ Ω1, de a ke´tdimenzio´s Lebesgue me´rte´k, λ2, szerint majdnem
minden q ∈ G-re a gradiens ∇f(q) nincs Ω1-ben.
A´ltala´ban a nagy publika´cio´s a´tfuta´si ido˝k miatt egy ne´gye´ves pa´lya´zat
esete´n sem tala´lni tu´l sok megjelent hivatkoza´st a pa´lya´zat a´ltal ta´mogatott
ko¨zleme´nyekre, de ezu´ttal u´gy tu˝nik, hogy a proble´ma e´rdekesse´ge miatt vi-
szonylag hamar 5 db folyo´irat cikk, 1 db habilita´cio´s e´rtekeze´s e´s 1 preprint
fu¨ggetlen hivatkoza´st kaptam ra´. E za´ro´jelente´s ve´ge´n megadok egy, a pa´lya´zat
ta´mogata´sa´val megjelent ko¨zleme´nyekre vonatkozo´ hivatkoza´si lista´t is.
A gradiensproble´ma megolda´sa´ro´l, to¨rte´nete´ro˝l e´s annak heurisztikus ha´t-
tere´ro˝l tartottam elo˝ada´st a BIG 5 konferencia´n. Ennek az elo˝ada´snak anyaga
tala´lhato´ a [4] publika´cio´ban.
A [2] cikkben U. B. Darji-val egy Bruckner-Garg t´ıpusu´ te´telt bizony´ıtunk
ke´tdimenzio´s tipikus folytonos fu¨ggve´nyek szinthalmazairo´l, azaz
f ∈ C(S2, [0, 1]), fu¨ggve´nyek esete´n az f−1(y), y ∈ [0, 1] halmazok tu-
lajdonsa´gait vizsga´ljuk. Megmutatjuk, hogy ha a felu¨lro˝l fe´lig folytonos
topolo´gia´t haszna´ljuk a Comp(f−1(y)) halmazokon, azaz az f−1(y) kompo-
nensein, akkor e´rve´nyben marad a Bruckner-Garg fe´le egydimenzio´s te´tel.
Ezenk´ıvu¨l megmutatjuk, hogy a tipikus f ∈ C(S2, [0, 1]) fu¨ggve´nyre minden
1
nem degenera´lt Comp(f−1(y))-hez tartozo´ komponens kompaktum
”
nyol-
casszeru˝”. Bizony´ıtjuk, tova´bba´, hogy az f−1(y) halmazok pszeudo´ıveket,
pszeudoko¨ro¨ket, illetve
”
Wada-tavakat” tartalmaznak. Ez uto´bbiak felmeru¨-
le´se´t tartom a lege´rdekesebbnek, hiszen a tipikus folytonos fu¨ggve´nyek tu´l
”
vadul” viselkednek ahhoz, hogy nyeregpontjaik legyenek e´s ezek helye´re le´p,
a minden pontja´ban egyszerre ha´rom tartoma´nyt hata´rolo´
”
Wada-to´” kom-
paktum az f−1(y) halmazban.
Ra´ti Csaba doktorandusszal ko¨zo¨sen ı´rt [7] cikkben tipikus C[0, 1]-beli
folytonos fu¨ggve´nyek mikro-tangens halmazainak vizsga´lata´t folytattuk.
Bela´ttuk, hogy a szinthalmazok egy tipikus pontja´ban teljesu¨l a ke´toldali ver-
tika´lis univerzalita´si tulajdonsa´g. A szinthalmazok egyoldali torlo´da´si pont-
jaiban az egyoldali vertika´lis univerzalita´si tulajdonsa´g teljesu¨l kive´ve α-k
egy nulla Hausdorff dimenzio´s kive´teles halmaza´t, amikoris az Lα,f szinthal-
maz egyetlen kive´teles egyoldali torlo´da´si pontot tartalmaz, melyben nem
teljesu¨l az egyoldali vertika´lis univerzalita´si tulajdonsa´g. A tipikus foly-
tonos fu¨ggve´nyek szinthalmazai Bruckner-Garg karakteriza´cio´ja´t haszna´lva
az fγ(x) = f(x)+γx, (γ ∈ R) fu¨ggve´nyek loka´lis sze´lso˝e´rte´khelyeiben vizsga´l-
juk a mikro-tangens halmazokat e´s megmutatjuk, hogy a tipikus f ∈ C[0, 1]
fu¨ggve´nyre tetszo˝leges γ ∈ R esete´n az fγ fu¨ggve´ny tetszo˝leges loka´lis sze´l-
so˝e´rte´khelye´n teljesu¨l a fe´l-univerzalita´si tulajdonsa´g.
2. Dinamikus rendszerekhez, Ergodelme´lethez kapcsolo´do´ ke´r-
de´sek:
D. Mauldinnal 2003-ban J. Bourgain egy h´ıres ergodelme´leti ke´rde´se´vel
kezdtu¨nk foglalkozni. A pa´lya´zat teljes futamideje´n ve´gighu´zo´dnak a
”
Di-
vergent square averages” c´ımu˝ munka´nk elfogadtata´sa ko¨ru¨li ero˝fesz´ıte´sek.
Az eredme´ny megleheto˝sen bonyolult, to¨bb a´tdolgoza´son ment a´t a ke´zirat
az elmu´lt 4 e´vben 50-ro˝l 60 oldalra h´ızott. Cikku¨nket csak most, 2009 ma´jus
ve´ge´n fogadta´k el e´s megjelene´se me´g e´vekig elhu´zo´dhat, ı´gy ezt nem adtam
meg a ko¨zleme´ny lista´n, helyette a ma´r megjelent [8] cikk szerepel, mely-
ben igyekszu¨nk mo´dszeru¨nk technikai re´szletek miatt nehezen megko¨zel´ıtheto˝
heurisztikus ha´ttere´t ko¨nnyebben hozza´fe´rheto˝ve´ tenni.
Az eredme´ny nemzetko¨zi elfogada´sa´t jelenti, hogy ta´rsszerzo˝mmel felke´re´st
kaptunk 50 perces elo˝ada´s tarta´sa´ra (ld. az elo˝ada´sok lista´ja´n az [E14]
elo˝ada´st) egy nagy, a te´mako¨rbe eso˝ nemzetko¨zi konferencia´n, ahol a 150-ne´l
to¨bb re´sztvevo˝ ko¨zu¨l csak 22-t ke´rtek fel elo˝ada´s tarta´sa´ra. Mint a hivatkoza´si
lista jelzi, egy Berkeleyben dolgozo´ doktorandusz ma´r ke´t preprintje´ben is
hivatkozik erre a cikku¨nkre. A
”
Divergent square averages” fo˝ eredme´nye
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1-univerza´lisan rossz, ha minden aperiodikus ergodikus






diverga´l egy pozit´ıv me´rte´ku˝ halmazon.
A fenti ne´gyzetek menti konvergenciaproble´ma´hoz kapcsolo´dik a ko¨vetkezo˝
[9] cikkben ta´rgyalt eredme´ny, mely a te´mako¨r egy ma´sik jo´l ismert megoldat-
lan proble´ma´ja´t va´laszolja meg. Sikeru¨lt olyan (nk) sorozatot konstrua´lnom,
melyre nk+1−nk →∞, de tetszo˝leges (X,Σ, µ, T ) ergodikus dinamikus rend-







fdµ-hez konverga´lnak µ majdnem minden x-re.
Mivel a fenti sorozat nulla Banach su˝ru˝se´gu˝, J. Rosenblatt e´s M. Wierdl
egy sejte´se´t is sikeru¨lt ı´gy megca´folnom.
Me´g 2003-ban a divergens ne´gyzetek menti ergodikus ko¨zepekro˝l a Univer-
sity of Maryland-en tartott egyik elo˝ada´som uta´n kezdtem meg az egyu¨ttmu˝-
ko¨de´st I. Assani-val. A divergens ne´gyzetek kezele´se´re kifejlesztett mo´dszer
itt u´jabb alkalmaza´sokat tala´lt, I. Assanival e´s D. Mauldinnal ko¨zo¨sen ı´rt [3]
cikku¨nkben I. Assani egy proble´ma´ja´t oldjuk meg e´s egyben va´laszt adunk
egy ma´sik Bourgain eredme´nnyel kapcsolatos ke´rde´sre is. Egyebek ko¨zo¨tt


















A 2005-ben megjelent [3] cikknek ma´r most is jelento˝s nemzetko¨zi vissz-
hangja van, mint a hivatkoza´si lista´n is la´thato´ 8 db megjelent cikk e´s 1 db
preprint hivatkoza´st tala´ltam ra´. J. Rosenblatt a Mathematical Reviews-ban
ezt ı´rja ro´la:
”
In this important and interesting paper, the authors solve a
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conjecture of Idris Assani, that a certain counting function does not behave
well in L1.”
Mint az elo˝ada´slista´n la´thato´ ([E1], [E3], [E8], [E12]) az I. Assani a´ltal
Chapel Hillben szervezett Ergodelme´let konferencia´kon jelen pa´lya´zat re´szleges
ta´mogata´sa´val rendszeresen re´szt vettem e´s I. Assanival to¨bb ko¨zo¨s cikket is
ı´rtam. Legyen (X,B, µ, T ) atommentes ve´ges me´rte´kte´ren e´rtelmezett er-
godikus dinamikus rendszer. Tekintsu¨k az




maxima´lis fu¨ggve´nyt. A me´g 2008-ban elfogadott, jelenleg megjelene´sre va´ro´
[11] cikkben megmutatjuk, hogy ha p = q = 1 akkor tala´lhatunk olyan f e´s
g fu¨ggve´nyeket, hogy R∗(f, g)(x) nem lesz majdnem mindenu¨tt ve´ges. A







a´tlagokat Fu¨rstenberg a´tlagoknak nevezik, mivel Fu¨rstenberg egy 1977-es
cikke´ben szerepeltek elo˝szo¨r. J. Bourgain egy me´ly eredme´nye szerint a




≤ 1. A [11] cikk
eredme´nye´bo˝l ko¨vetkezik, hogy p = q = 1 esete´n nincs mindig majdnem
mindenu¨tt vett konvergencia.
J. P. Conze a´ltal, az elo˝bb ma´r eml´ıtett chapel hill-i konferencia´n fel-
vetett egyik ke´rde´sre adunk va´laszt a [12] cikkben. Tekintsu¨k isme´t az elo˝zo˝
bekezde´sben definia´lt R∗(f, g) fu¨ggve´nyt. A ko¨vetkezo˝ maxima´lis egyenlo˝t-
lense´get bizony´ıtjuk: Ha 1 < p ≤ ∞ akkor tala´lhato´ olyan ve´ges Cp a´llando´,
hogy minden λ > 0-ra e´s nemnegat´ıv f ∈ Lp e´s g ∈ L1 fu¨ggve´nyre






Azt is megmutatjuk, hogy minden α > 2-re az R∗(f, g) maxima´lis fu¨ggve´ny
majdnem mindenu¨tt ve´ges, ha (f, g) ∈ (L(logL)2α, L1).
A fenti te´mako¨ro¨kro˝l 2008-ban Chicago-ban tartott megh´ıvott [E9]
”
Gib-
son” elo˝ada´som tartalmi kivonata´t a Real Analysis Exchange szerkeszto˝i
”
elo˝le´ptette´k” o¨na´llo´ folyo´iratcikke´, ı´gy szu¨letett a [13] publika´cio´.
3. Geometriai Me´rte´k e´s Integra´lelme´let Valo´s Anal´ızisbeli ve-
tu¨lete:
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Ma´the´ Andra´s doktorandusszal ko¨zo¨s [6] cikkem eredme´nyei va´zlatosan a
ko¨vetkezo˝k: Tegyu¨k fo¨l, hogy F ⊂ [0, 1] za´rt. Igaz-e, hogy a tipikus C1[0, 1]-
beli fu¨ggve´ny injekt´ıv F -en? Ha F also´ dobozdimenzio´ja, dimBF < 1/2
akkor megmutatjuk, hogy e ke´rde´sre a va´lasz igenlo˝. Ma´sre´szt, konstrua´lunk
olyan za´rt F halmazt, melyre dimBF = 1/2 e´s ke´rde´su¨nkre a va´lasz nem-
leges. Ha Cα a szimmetrikus-α Cantor halmaz, akkor megmutatjuk, hogy
ke´rde´su¨nkre a va´lasz akkor e´s csak akkor igenlo˝, ha dim(Cα) ≤ 1/2. Bela´tjuk,
hogy tala´lhato´k olyan egy Hausdorff dimenzio´s F -ek, melyekre a va´lasz me´g
mindig igenlo˝. E cikk a 2004-es Schweitzer verseny egy a´ltalam kitu˝zo¨tt fela-
data´hoz kapcsolo´dott. A 2006-os Schweitzer versenyen a ko¨vetkezo˝ feladatot
tu˝ztem ki:




−n||2nx||, ahol ||x|| az x legko¨zelebbi ege´sz
sza´mto´l vett elte´re´se (azaz f a Takagi fu¨ggve´ny). Mi mondhato´ Lebesgue
majdnem minden y ∈ f(R)-re az
Ly = {x ∈ [0, 1] : f(x) = y}
szinthalmaz sza´mossa´ga´ro´l?
Meglepo˝nek tu˝nhet, hogy a va´lasz az, hogy ve´ges. Ez a Schweitzer fe-
ladat is tova´bbi kutato´munka´ban folytato´dott. Erro˝l szo´l a [10] cikk. Vi-
szonylag terme´sztesen definia´lhatunk a Takagi-fu¨ggve´ny grafikonja´n egy Sirr
irregula´ris 1-halmazt, melynek a grafikonra vett komplementere egy Sreg hal-
maz, mely lefedheto˝ megsza´mla´lhato´ sok monoton fu¨ggve´ny grafikonja´val
e´s egy nulla egydimenzio´s Hausdorff me´rte´ku˝ halmazzal. Bela´thato´, hogy
Sirr vetu¨lete az y-tengelyre nulla Lebesgue me´rte´ku˝, mı´g vetu¨lete az x-
tengelyre teljes me´rte´ku˝. Az Sreg halmaz ”
felelo˝s” a ve´ges metszetu˝ szinthal-
mazoke´rt. Ez az eredme´ny terme´szetesen vezet az u´gynevezett tarto´zkoda´si
me´rte´k µ(A) = λ(f−1(A)) vizsga´lata´hoz. Eredme´nyu¨nkbo˝l ko¨vetkezik, hogy
µ tiszta´n szingula´ris.
A tipikus folytonos fu¨ggve´nyek esete´n az univerza´lis mikrotangens pontok
halmaza, UMT (f) definia´l terme´szetesen egy irregula´ris 1-halmazt. UMT (f)
minden az y tengelyto˝l fu¨ggetlen ira´nyba vett vetu¨lete nulla Lebesgue me´rte´ku˝
e´s a tipikus folytonos fu¨ggve´ny tarto´zkoda´si me´rte´ke is szingula´ris.
AWeierstrass t´ıpusu´ (Cellerier) seholsem differencia´lhato´ frakta´l fu¨ggve´nyt








Terme´szetes ke´rde´s annak vizsga´lata, hogy mit mondhatunk e fu¨ggve´ny
szinthalmazairo´l e´s tarto´zkoda´si me´rte´ke´ro˝l?
E fu¨ggve´ny grafikonja´n isme´t megadhatunk egy terme´szetesen definia´lt
irregula´ris 1 halmazt e´s bela´thatjuk, hogy aW(x, c)
def
=W(x)+cx tarto´zkoda´si
me´rte´ke majdnem minden c-re tiszta´n szingula´ris, e´s szinthalmaza majdnem
minden y-ra ve´ges.
Jelen OTKA pa´lya´zat valamennyi te´mako¨re´hez kapcsolo´dott a 2006-ban
ı´rt e´s 2007-ben sikeresen megve´dett
”
Geometric and Dynamical Aspects of
Measure Theory” c´ımu˝ MTA Doktori E´rtekeze´sem [5].
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Elo˝ada´sok:
Konferencia e´s tansze´ki szemina´riumi megh´ıvott elo˝ada´sok:
[E1] Ergodic Theory Workshop, (2006, University of North Carolina,




Workshop on Ergodic Theory and Dynamical Systems” konferencia
(Szklarska Porba, Lengyelorsza´g 2006, Ju´nius): L1 universally good and bad
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sequences
(Ez 20 perces elo˝ada´s volt, de ezen a konferencia´n a tudoma´nyos bizottsa´g
csak az elo˝ada´sra jelentkezo˝k kb. harmada´nak fogadta el az elo˝ada´sa´t.)
[E2] Where are typical C1 functions one-to-one, 50 perces elo˝ada´s, melyet
2007 februa´rja´ban a University of North Texas, Millican Colloquium Series
elo˝ada´sssorozata kerete´ben tartottam.
[E3] The bilinear Hardy-Littlewood function for the tail II, 50 perces
megh´ıvott elo˝ada´s, 2007 februa´r ‘Probability and Ergodic Theory Workshop
February 15-18, 2007” konferencia Chapel Hill, North Carolina´ban.
[E4] Universally L1 good sequences with gaps tending to infinity, 50 perces
megh´ıvott elo˝ada´s, melyet 2007 ju´niusa´ban a
”
Visegrad Conference Dynam-
ical Systems, High Tatras 2007” konferencia´n tartottam Szolva´kia´ban.
[E5] Where are typical C1 functions one-to-one, 50 perces elo˝ada´s, melyet
2007 szeptembere´ben a
”
Fractals and Related Fields Conference in honor of
Jacques Peyrie`re” konferencia´n tartottam Monastir, Tune´zia´ban.
[E6] ”Universally L1 good sequences with gaps tending to infinity” 50
perces elo˝ada´s, melyet 2008 februa´rja´ban a University of North Texas, Milli-
can Colloquium Series elo˝ada´sssorozata kerete´ben tartottam.
[E7] ”The (Lp, Lq) bilinear Hardy-Littlewood function for the tail” 50
perces elo˝ada´s, melyet 2008 februa´rja´ban a University of North Texas, di-
namikus rendszerek szemina´riuma kerete´ben tartottam.
[E8] Megh´ıvott elo˝ado´ke´nt ”Pointwise convergence and divergence re-
sults in L1 I, II” c´ımmel ke´t 50 perces elo˝ada´st tartottam a Probability and
Ergodic Theory Workshop, Chapel Hill, North Carolina konferencia´n 2008
februa´rja´ban.
[E9] ”32nd Summer Symposium of the Real Analysis Exchange” ren-
dezve´nyen Chicagoban az 50 perces ”Gibson elo˝ada´st” tartottam ”Pointwise
convergence and divergence of Ergodic averages” c´ımmel 2008 ju´niusa´ban.
[E10] 2008 okto´bere´ben az ”Universite´ Paris XII” szemina´riumain ke´t 50
perces elo˝ada´st tartottam ”Almost everywhere convergence of ergodic aver-
ages” e´s ”Non-L1 functions with rotation sets of Hausdorff dimension one”
c´ımekkel.
[E11] 2009 janua´rja´ban a University College London tansze´ki szemina´riuma´n
(50 perces elo˝ada´s): Non-L1 functions with rotation sets of Hausdorff dimen-
sion one.
[E12] Megh´ıvott elo˝ado´ke´nt ”Non-L1 functions with rotation sets of Haus-
dorff dimension one” c´ımmel ke´t 50 perces elo˝ada´st tartottam a Probability
and Ergodic Theory Workshop, Chapel Hill, North Carolina konferencia´n
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2009 februa´rja´ban.
[E13] 2009 februa´r, Washington and lee University, Lexington, Virginia
tansze´ki szemina´rium (50 perces elo˝ada´s): Non-L1 functions with rotation
sets of Hausdorff dimension one.
[E14] 2009 ma´jusa´ban a Pa´rizsban tartott
”
A conference in ergodic theory
Dynamical Systems and Randomness” konferencia´n
”
Divergent square aver-
ages” c´ımmel tartottam elo˝ada´st (itt ta´rsszerzo˝mmel Dan Mauldinnal osz-
toztunk meg az 50 perces elo˝ada´si ido˝n.) (http://ergodic2009.math.cnrs.fr/)
Magyarorsza´gon tartott fontosabb elo˝ada´sok:
[E15] Mi Laczkovich Miklo´s matematika´ja? 50 perces elo˝ada´s, melyet
2007 decembere´ben a Bolyai Ja´nos Matematikai ta´rsulat d´ıjkioszto´ u¨nnepse´ge´n
tartottam abbo´l az alkalombo´l, hogy Laczkovich Miklo´s Szele Tibor emle´kd´ıjat
kapott.
[E16] Sza´mola´s e´s konvergencia az Ergodelme´letben, ezt a 80 perces elo˝ada´st
2007 tavasza´n ke´t helyen is megtartottam. Elo˝szo¨r az ELTE´n tartott Valo´s
fu¨ggve´nytan kutato´szemina´riumon, majd tova´bbi e´rdeklo˝de´s miatt a BME
dinamikus rendszerek szemina´riuma´n is.
[E17] Tipikus C1 fu¨ggve´nyek egye´rtelmu˝se´gi halmazai, 80 perces elo˝ada´s
melyet az ELTE´n tartott Valo´s fu¨ggve´nytan kutato´szemina´riumon tartottam
meg.
[E18] Az ELTE Matematika Inte´zet, Anal´ızis Tansze´k szemina´riuma ill.
Valo´s fu¨ggve´nytan kutato´szemina´rium kerte´ben 2008 ma´jusa´ban ”Ergodikus
bilinea´ris Hardy-Littlewood maxima´lis fu¨ggve´nyek” c´ımmel tartottam szemi-
na´riumi elo˝ada´st.
[E19] Az ”ELTE-NUS (Singapore) Science Forum” kerete´ben ”Almost
everywhere convergence of ergodic averages” c´ımmel tartottam elo˝ada´st 2008
ma´jusa´ban az elo˝ada´s tartalmi kivonata az Ann. Univ. Sci. Budapest.
Eo¨tvo¨s Sect. Math. 50-ik ko¨tete´ben meg fog jelenni.
[E20] Az ELTE Alkalmazott Anal´ızis e´s Sza´mı´ta´smatematikai Tansze´k
Szemina´riuma kerete´ben 2008 november ve´ge´n e´s december eleje´n ke´t szemina´riumi
elo˝ada´st tartottam ”Ergodikus ko¨zepek majdnem mindenu¨tt konvergencia´ja”
c´ımmel.
[E21] Csa´sza´r A´kos 85. szu¨lete´snapja tisztelete´re 2009 ma´rciusa´ban ren-
dezett
”
Topolo´gia e´s Valo´s Fu¨ggve´nytan” konferencia´n elo˝ada´st tartottam
”
Nem L1-beli fu¨ggve´nyek 1 Hausdorff dimenzio´s forgata´si halmazzal.
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[E22] Mo´ricz Ferenc 70. szu¨lete´snapja alkalma´bo´l tartott
”
Sorok, fu¨ggve´nyek,
ve´letlen va´ltozo´k, opera´torok” Szegeden 2009 ma´jusa´ban tartott konferencia´n
”
Divergens ergodikus ko¨zepek ne´gyzetek mente´n” c´ımmel tartottam elo˝ada´st.
Budapest, 2009. ju´nius 30.
Buczolich Zolta´n
egyetemi docens
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